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Titulo del trabajo ofertado:
Contraejemplos en Analisis: Lineabilidad.

Tipo de trabajo:
Este trabajo se oferta en dos modalidades
Modalidad 1: Sélo TFM
Modalidad 2: TFM + Introduccién al TFM

Breve descripcion del trabajo propuesto:

En Analisis Real, incluso en primeros cursos de Grado, son numerosos los
resultados que ofrecen condiciones suficientes para la obtencidn de propiedades sobre
funciones u otros objetos matematicos. Por ejemplo, la Regla de L’Hopital nos permite
calcular el limite de un cociente de funciones a traves del cociente de sus derivadas; o el
Criterio M de Weierstrass nos proporciona una herramienta para estudiar la
convergencia uniforme de sucesiones de funciones. Sin embargo, las condiciones que
nos dan estos resultados no son necesarias, y suelen ser poco conocidas las situaciones
en las que no se pueden aplicar.

En el presente trabajo vamos a centrarnos en los reciprocos de los resultados
anteriores y vamos a abordar la busqueda de contraejemplos, asi como el estudio de
“cuantos” de ellos podemos encontrar. Para ello, introduciremos al alumno en la Teoria
de la Lineabilidad. Esta rama, con gran auge en los ultimos 20 afios. se encarga de
estudiar la existencia de espacios vectoriales y/o algebras dentro de familias de objetos
extrafios, donde a priori esto no parece posible.

En la Modalidad 1 (s6lo TFM) el trabajo consistira en la lectura, comprension y
asimilacion de varios articulos de investigacion recientes sobre estos temas, desarrollo
de los resultados contenidos en ellos y su presentacion unificada por escrito.

En la Modaldiad 2 (TFM+Introduccion al TFM), ademas de lo anterior, se
intentara conseguir algun resultado original en esta linea.

En Sevilla, a 3 de noviembre de 2020
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Titulo del trabajo ofertado: EI Teorema de Punto Fijo de Ryll-Nardzewski y la
existencia de la medida de Haar en grupos topol6gicos compactos.

Breve descripcién del trabajo propuesto:

El objetivo principal del trabajo sera probar el Teorema de punto de Rull-Nardzewski y
obtener aplicaciones al Analisis Armonico, tales como la existencia de medidas de Haar
en grupos topoldgicos compactos.

Dado G un grupo topoldgico compacto, una medida de Haar es una medida positiva,
normalizada, regular de Borel, que es invariante (por la izquierda) por la accién de G,
es decir, la medida de A coincide con la medida de gA para todo A subconjunto borel
de G y para todo g elemento de G.

El Teorema de Punto Fijo de Ryll-Nardzewski es un teorema de punto fijo comdn para
un conjunto de aplicaciones: dado un conjunto de aplicaciones definidas en un mismo
dominio C cumpliendo determinadas propiedades, se busca x en C que sea punto fijo
simultaneamente para todas las aplicaciones del conjunto.

Pongamos un ejemplo: Como consecuencia del Teorema de Bolzano se puede probar
facilmente que toda funcion continua f:[0,1]>[0,1] tiene un punto fijo. Sin embargo,
existen ejemplos de funciones f,g:[0,1]=>[0,1] continuas, que ademas conmutan, que no
tienen un punto fijo en comun (los ejemplos no son nada triviales). El Teorema de
Ryll-Nardzewski (y otros anteriores) dan condiciones suficientes para que la situacion
anterior no ocurra.

Como todo buen teorema de punto fijo, las aplicaciones son muy variadas y en este caso
estudiaremos como deducir la existencia de una medida de Haar en todo grupo

topoldgico compacto (no necesariamente conmutativo).

En Sevilla, a5 de noviembre de 2020
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Titulo: Operadores esencialmente normales
Tutor: Miguel Lacruz Martin

Descripcidn: Se dice que un operador A en un espacio de Hilbert es esencialmente normal
cuando el operador A*A — AA* es compacto. Un ejemplo de operador esencialmente normal es
cualquier perturbacién de un operador normal por un operador compacto, aunque hay otros
operadores que no son de este tipo, como por ejemplo el operador shift.

Nuestro interés en esta clase de operadores surge de un trabajo de Victor Lomonosov acerca
de la existencia de subespacios invariantes no triviales para operadores esencialmente
normales.

El objetivo de este proyecto es multiple. Queremos por una parte profundizar en el teorema
de Victor Lomonosov, que asegura que si un operador esencialmente normal A tiene la
propiedad de que ni su conmutante ni el conmutante de su adjunto tienen una bola unidad
relativamente compacta en la topologia fuerte de operadores, entonces A posee un
subespacio invariante.

Otro aspecto que queremos tratar es la normalidad esencial para un operador de composicién
inducido en el espacio de Hardy por una transformacién bilineal del disco unidad. Un resultado
de Bourdon, Levi, Narayan y Shapiro asegura que tal operador de composicién es
esencialmente normal de forma no trivial, es decir, que no es normal ni compacto, siy sdlo si
el simbolo que lo induce es parabdlico pero no es un automorfismo.

Requisitos: Una base sdlida de analisis complejo y andlisis funcional.

Sevilla, 30 de octubre de 2020

Miguel Lacruz Martin
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